Конкурс капитанов
[bookmark: _GoBack]В государстве 40 городов, из каждого из них выходят 3 дороги. Сколько всего дорог в государстве?
1. Раскрасьте клетки таблицы 3х3 в наибольшее число цветов (каждую клетку – одним цветом) так, чтобы для любых двух цветов нашлись клетки этих цветов, имеющие общую сторону.
2. Дана строчка из 25 цифр. Можно ли расставить в этой строчке знаки арифметических операций +, –, ×, : и скобки так, чтобы образовалось числовое выражение, равное 0. Последовательно стоящие цифры можно объединять в числа, но порядок цифр изменять нельзя.
3. Написано 2009-значное число. Каждое двузначное число, образованное соседними цифрами этого числа, идущими в той же последовательности, делится на 23 или на 17. Последняя цифра 7. Какая цифра первая?  
4. Две фиксированные окружности S1 и S2 касаются внешним образом в точке T. Переменные точки A и B выбираются на S1 и S2 соответственно таким образом, что ATB имеет фиксированную величину  < 90. Докажите, что середины всевозможных отрезков AB лежат на одной окружности.


	
	
	

	
	
	

	
	
	


1. 5 цветов



2. Да. Пусть a1, a2, …, a25 – данный набор цифр. Двигаясь от a1 к a25,будем вставлять между цифрами ai и ai+1 знак +, если алгебраическая сумма si уже пройденных цифр a1, a2, …, ai отрицательна, и знак –, если si ≥ 0. Очевидно, что все si лежат в промежутке [–9; 9]. Так как сумм всего 25, и все они целые, то по принципу Дирихле среди них найдутся две одинаковые: si = sj, где i < j. Это означает, что знаки перед цифрами ai+1,ai+2, …, aj поставлены так, что алгебраическая сумма этих цифр равна 0. Заключим эту сумму в скобки и умножим её на все остальные цифры; получится выражение, значение которого равно 0. (Чтобы перед первым членом в скобке не пришлось вставлять две операции – умножение и вычитание (и скобку между ними), знаки всех цифр, попавших в скобку, нужно заменить противоположными.) (возможно и другое решение)
3. 9
4. Пусть O1 и O2 — центры окружностей S1 и S2 соответственно, N — середина отрезка O1O2, M — середина отрезка AB, B1 и M1 — точки, симметричные точкам B и M относительно точки N. Заметим, что M1B1MB — параллелограмм, а MB и M1B1 равны и параллельны. Так как MB — половина отрезка AB, то и AM и M1B1 равны и параллельны. Значит, AMM1B1 — параллелограмм и AB1 = MM1 = 2MN. Далее, поскольку при симметрии относительно точки N точка O2 переходит в O1, B1O1N = BO2N. Отсюда AO1B1 = AO1T+TO1B1 = AO1T+TO2B. Из равнобедренности треугольников AO1T и BO2T имеем AO1T = 180–2ATO1, TO2B = 180–2BTO2. Складывая эти два равенства, получаем AO1T+TO2B = 2(180–ATO1–BTO2) = 2ATB = 2.
Таким образом, в треугольнике AO1B1 стороны AO1 и B1O1 равны радиусам окружностей S1 и S2 соответственно, а AO1B1 = 2. Значит, длина AB1 = 2MN = 2R не зависит от выбора точек A и B. Значит, точка M лежит на окружности с центром в точке N и радиусом R.
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